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概要
Ehrhart 多項式の magic positive 性は, h∗ 多項式の real-rooted 性を示すための有用な道具
である. 本稿では, Ehrhart多項式が magic positiveになる新たなクラスの反射的多面体を紹介
する. 初めに, Stasheff polytopeの Ehrhart多項式の magic positive性について紹介し, 次に,

サイクルグラフから生じる対称辺多面体の双対に対する Ehrhart多項式の magic positive 性に
ついて紹介する.

本講演は [9]の内容に基づく.

1 導入
この章では Ehrhart理論の基本的な事実を紹介する.

P ⊂ Rd を d 次元整凸多面体, つまり, 任意の頂点の座標が全て整数であるような凸多面体とし,

∂P をその境界とする.

Rd の原点が P の内部に属する唯一の整数点になっていると仮定する. このとき, 整凸多面体 P

が反射的であるとは, その双対凸多面体
P ∗ := {y ∈ Rd | ⟨x, y⟩ ≤ 1, ∀x ∈ P}

もまた整凸多面体となるときに言う. ここで, ⟨x, y⟩は Rd の通常の内積のことである. 一般に, 整凸
多面体 P,Qが P ⊂ Qならば Q∗ ⊂ P ∗ が成り立つ.

任意の正の整数 nについて, EP (n)を
EP (n) = |nP ∩ Zd|

で定義する. [3]により, EP (n)は nについての次数 dの多項式で定数項が 1になることが知られて
いる. この多項式 EP (n)を P の Ehrhart多項式と呼ぶ.

Ehrhart多項式の母函数 1 +
∑

n≥1 EP (n)tn を考えると, 次のような有理関数の形になることが知
られている：

1 +
∑
n≥1

EP (n)tn =
h∗
0 + h∗

1t + · · · + h∗
dt

d

(1 − t)d+1
.
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この母函数の分子の係数からなる数列

h∗(P ) = (h∗
0, h

∗
1, . . . , h

∗
d)

を P の h∗ 列と呼ぶ. また, h∗ 列を係数とする多項式 h∗
P (t) = h∗

0 + h∗
1t+ · · ·+ h∗

dt
d を P の h∗ 多項

式と呼ぶ. また, [6]により, 整凸多面体 P が反射的凸多面体となる必要十分条件は h∗ 列が対称, つ
まり

h∗
i = h∗

d−i 0 ≤ ∀i ≤ d

が成立することが知られている. さらに, h∗ 列について次のことが成立する.

・ h∗
0 = 1, h∗

1 = |P ∩ Zd| − (d + 1), h∗
d = |(P\∂P ) ∩ Zd|.

・ h∗
i は非負である [11].

・ EP (n)の最高次の係数∑
i≥0 h

∗
i /d!は通常の P の体積と一致する.

d次元整凸多面体 P,Q ⊂ Rd について, P と Qが unimodular同値であるとは, unimodular行
列 U ∈ Zd×d と整数ベクトル w ∈ Zd が存在して, U により定義される線形写像 fU : Rd → Rd を用
いて Q = fU (P ) + w とできる時に言う. ここで v ∈ Rd に対し, fU (v) = vU と定める. P と Qが
unimodular同値ならば EP (n) = EQ(n)が成立する.

2 準備
この章では主結果で必要となる事実を紹介する.

2.1 多項式の real-rooted性
次数 d の実係数を持つ多項式 f =

∑d
i=0 ait

i が real-rooted であるとは, その根が全て実数で
あるときに言う. また, real-rooted な多項式のすべての係数が非負, すなわち, そのすべての実根が
非正であるとき, 任意の i について a2i ≥ ai−1ai+1 が成り立つ. この不等式を満たす係数列 ai を
log-concaveと言う. この log-concaveな数列が非負であるとき unimodalになる. つまり, ある k

に対して a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ak ≥ · · · ≥ ad が成立することを意味する.

2.2 Stasheff polytope

Std を集合
{±ei : 1 ≤ i ≤ d} ∪ {ei + · · · + ej : 1 ≤ i < j ≤ d}

の凸包で定義する. ここで e1, . . . , ed を Rd の単位ベクトルとする. このとき, Std は次元 dの反射的
整凸多面体であり, この整凸多面体の双対を Stasheff polytope(associahedron)と言う.



2.3 対称辺多面体
G を頂点集合 [d] 上の有限単純グラフとし, その辺集合を E(G) とする. 対称辺多面体 PG ⊂ Rd

は, 集合
{±(ev − ew) ∈ Rd | vw ∈ E(G)}

の凸包で定義する. ここで ev ∈ R|V | は G の頂点 v によって添字付けられた単位ベクトルとする.

PG はある反射的な整凸多面体と unimodular同値であることが知られている [10].

2.4 Magic positive性
EP (n)を次のような異なる基底で表すことを考える：

EP (n) =

d∑
i=0

ain
i(1 + n)d−i.

a0, . . . , ad ≥ 0 であるとき, EP (n) は magic positive であると言う. Ehrhart 多項式が magic

positive であるとき, Ehrhart 多項式の係数は全て正であり, h∗ 多項式は real-rooted になることが
知られている [4, Theorem 4.19]. また, [1, Proposition 4.11]より, d次元整凸多面体 P が反射的整
凸多面体であることと, 任意の 0 ≤ j ≤ dに対して aj = ad−j が成り立つことは同値である.

自然な問題として、次の問題を考える.

問題 2.1. Ehrhart多項式が magic positiveになる整凸多面体は何か.

Ehrhart多項式が magic positiveになる整凸多面体は次の 2つが知られている.

・ Zonotope[1]

・ Pitman-Stanley polytope[5]

ここで, Ehrhart多項式が magic positiveになる多面体の例をいくつか紹介する.

例 2.2 (cross polytopeの双対). Crd を集合

{±ei | 1 ≤ i ≤ d}

の凸包で定義する. このとき, Crd は次元 d の反射的整凸多面体であり, この多面体を cross

polytopeと呼ぶ. Crd の双対は [−1, 1]d になるので, Ehrhart多項式は次のように計算できる:

ECr∗d
(n) = (2n + 1)d =

d∑
i=0

(
d

i

)
(n + 1)d−ini.

従って, ECr∗d
(n)は magic positiveである.

例 2.3 (A型 root polytopeの双対). Ad を集合

{±ei | 1 ≤ i ≤ d} ∪ {±(ei + · · · + ej) | 1 ≤ i < j ≤ d}



の凸包で定義する. このとき, Ad は次元 d の反射的整凸多面体であり, この多面体を A 型 root

polytope と呼ぶ. Ad の双対の Ehrhart 多項式は [7, Lemma 5.3] で計算されていて, 次のように
なる:

EA∗
d
(n) =

d∑
k=0

(
d + 1

k

)
nk =

d∑
i=0

(n + 1)d−ini.

従って, EA∗
d
(n)は magic positiveである.

例 2.4 (C型 root polytopeの双対). Cd を集合

{±ei | 1 ≤ i ≤ d}∪{±(ei+· · ·+ej−1) | 1 ≤ i < j ≤ d}∪{±(2ei+· · ·+2ed−1+ed) | 1 ≤ i ≤ d−1}

の凸包で定義する. このとき, Cd は次元 d の反射的整凸多面体であり, この多面体を C 型 root

polytopeと呼ぶ. Cd の双対の Ehrhart多項式は [8, Theorem 1.1]で計算されていて, 次のように
なる:

EC∗
d
(n) = (n + 1)d + nd.

従って, EC∗
d
(n)は magic positiveである.

3 主結果
3.1 Stasheff polytopeの Ehrhart多項式の magic positive性
はじめに, Stasheff polytopeの Ehrhart多項式の magic positive性を考えるに至った動機につい
て説明する.

[7]で cross polytope, Stasheff polytopeの双対, A型 root polytopeと C型 root polytopeの CL

性について研究された. ここで反射的整凸多面体 P が CL-polytope であるとは, Ehrhart 多項式
EP (n)の全ての根の実部が − 1

2 になるときに言う. これらの整凸多面体の双対は Stasheff polytope

の双対を除き zonotopeであることが知られている [2]. しかし, Stasheff polytopeは zonotopeでも
Pitman-Stanley polytopeでもないので, Ehrhart多項式がmagic positiveかどうかは直ちに分から
ない. そこで, 本稿の 1つ目の主結果として, Stasheff polytopeの Ehrhart多項式が magic positive

であることを示した.

定理 3.1. Stasheff polytopeの Ehrhart多項式は magic positiveである.

次の命題 3.2 を用いることで, Stasheff polytope の Ehrhart 多項式を具体的に求めることなく
magic positive性を示すことができる.

命題 3.2. 任意の d ≥ 2に対して, ESt∗d
(n)は次の漸化式を満たす.

ESt∗d
(n) = (2n + 1)ESt∗d−1

(n) − 1

2
n(n + 1)ESt∗d−2

(n).



3.2 対称辺多面体の Ehrhart多項式の magic positive性
次にサイクルグラフから生じる対称辺多面体の Ehrhart 多項式の magic positive 性を考えるに

至った動機について説明する.

d頂点の完全グラフKd と木 Td から生じる対称辺多面体は, それぞれ cross polytopeと type Aの
root polytope と unimodular 同値になる. 従って, EP∗

Kd
と EP∗

Td
は magic positive である. また,

任意の d頂点連結グラフ Gに対して P ∗
Kd

⊂ P ∗
G ⊂ P ∗

Td
が成り立つ. これらの事実から, 次のような

問題が自然に浮かび上がる.

問題 3.3. 任意の連結グラフから生じる対称辺多面体の Ehrhart多項式は magic positiveか.

この問題に対して EP∗
K3,7

や EP∗
K10\{e}

が magic positiveにならないことが分かった. 具体的には
次のようになる.

EP∗
K3,7

(n) =
128

3
n9 + 192n8 + 448n7 + 672n6 +

3528

5
n5 + 532n4 +

820

3
n3 + 86n2 +

72

5
n + 1

= (n + 1)9 +
27

5
(n + 1)8n +

34

5
(n + 1)7n2 − 142

15
(n + 1)6n3 +

88

5
(n + 1)5n4

+
88

5
(n + 1)4n5 − 142

15
(n + 1)3n6 +

34

5
(n + 1)2n7 +

27

5
(n + 1)n8 + n9.

EP∗
K10\{e}

(n) =
92

9
n9 + 46n8 +

364

3
n7 + 210n6 +

3766

15
n5 + 210n4 +

1084

9
n3 + 45n2 +

149

15
n + 1

= (n + 1)9 +
14

15
(n + 1)8n +

23

15
(n + 1)7n2 − 19

45
(n + 1)6n3 +

31

15
(n + 1)5n4

+
31

15
(n + 1)4n5 − 19

45
(n + 1)3n6 +

23

15
(n + 1)2n7 +

14

15
(n + 1)n8 + n9.

そして, サイクルグラフから生じる対称辺多面体の Ehrhart 多項式が magic positive になることを
予想し, この予想を部分的に解決した. これが本稿 2つ目の主結果である.

定理 3.4. EP∗
Cd+1

(n)を EP∗
Cd+1

(n) =
∑d

j=0 ajn
j(1 + n)d−j と変形する. このとき, i = 0, 1, 2に対

して, 係数 ai と ad−i は正である. ここで, Cd は d頂点サイクルグラフを表す.

この定理を証明するために次の命題を使う.

命題 3.5. PCd
を d頂点サイクルグラフの対称辺多面体とする. このとき, 次が成り立つ.

EP∗
Cd+1

(n) =

⌊ d
2 ⌋∑

i=0

(−1)i
(

(d + 1 − 2i)n + (d− i)

d

)(
d + 1

i

)
.
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